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We study train algebras of fourth degree, give some genetic examples and explicit the
plenary train identities associated. These algebras fall ultimately into four classes; the
first two of them do not have 112 as train root and thus have idempotents. For these
types we provide structure theorems, which are then used for classification purposes in
small dimensions.
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1. INTRODUCTION

Une algebre pondérée est une paire (A, w) formée d’une K-algebre A sur
un corps commutatif K et d’un morphisme non nul d’algebres w : A — K, appelé
pondération de A. Cette notion, introduite par Etherington (1940/1945), est a la
base de I'étude de nombreuses algeébres non associatives qui interviennent dans
la modélisation algebrique de la Génétique (cf. Lyubich, 1992; Lynn Reed, 1997;
Worz-Busekros, 1980).

Etant donnée une K-algébre commutative pondérée (A, w), pour x € A on
définit L, : A — A, z > xz et les puissances principales de x € A par x**! = L¥x.

Une algebre commutative pondérée (A, w) est une train algebre de degré n si
et seulement si tout élément x de A vérifie I’identité w-polynomiale:

n—1
X =Y oo(x)" T =0,

k=1

I’entier n > 2 pour lequel cette identité est vérifiée étant minimal.

On a: Y/~ o, = 1. Par ailleurs, on sait qu'une algébre pondérée (A, w) est
une train algébre d’équation x" = /=] o, (x)"*x* si et seulement si y" = 71 o y*
pour tout y € A, w(y) = 1. Ceci est équivalent a dire qu’il existe un polynéme
unitaire T € K[X] de degré n—1 tel que T(L,)y =0 pour tout y € A, w(y) = 1.
La minimalité du degré de la train algébre entraine 1’unicité de ce polyndme; il est
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appelé le train polynome de A et les racines de ce polyndme sont appelées les train
racines principales.

La structure algebrique de la décomposition de Peirce des train algebres de
degré n admettant un idempotent est étudiée dans Guzzo (1994) quand les train
racines principales sont deux a deux distinctes et dans Gutierrez Fernandez (2000)
quand les train racines sont multiples. Pour les train algebres de degré 4, on sait
d’aprés Lopez-Sanchez and Rodriguez (1996) que si % n’est pas train racine alors
elles admettent un idempotent et par Mallol and Varro (2002), que si I’'une des train
racines vaut % on ne peut assurer ni I’existence ni la non-existence d’un idempotent,
plus précisément il existe dans ce cas, en toute dimension, des train algebres de

degré 4 admettant un idempotent et d’autres pas.

2. EXEMPLES GENETIQUES

2.1. Heérédité de Deux Caractéres Autosomiques
Partiellement Liés

Etant donnés, dans une population d’individus diploides, deux locus
autosomiques partiellement liés d’alleles (a;);<;<, €t (b;)1<jep> 1 0 <0 < 1 estle
taux de recombinaison entre ces deux locus, la loi d’algebre définie sur 1’espace
engendré par (a; ® bj; l<i<n 1=<j<m)

1-0 0
(a;®b))(a,®b,) = ——(a,8b;+a,8b) + 5(a,® b, +a,8b)

modélise les résultats de la méiose a ces deux locus. Etherington (1939) a montré
que cette algebre est train de degré 3 de polynéme (X — 1)(X — %). Par conséquent
la dupliquée commutative de cette algebre, qui permet d’obtenir la distribution des
génotypes dans la descendance, est train de degré 4 de polynéme X(X — 1)(X — % .

2.2. Hérédité d'un Caractére Di-Allélique a un Locus
Autotétraploide

Considérons chez des individus autotétraploides un gene ayant pour alleles a
et b. Représentons par D, = a*b** (0 < k < 4), I’haplotype d’un gamete qui a k
alleles a et 4 — k alleles b. La loi d’algebre définie sur ’espace vectoriel de base

(Dy, - .., D,) par:
LS i+ (4—i—)
DD, = - D,
() ()

k=0

donne la distribution en fréquences des gameétes de type Dy, ..., D, produit par un
individu de génotype a'*/b*~(*), Etherington (1939) a établi que cette algebre est
train de polynéme (X — 1)(X — 1). On en déduit que son algebre dupliquée, qui
donne la distribution en fréquences de la descendance des croisements a'*/p*=(+) x
artip*=(rt9 est train de degré 4 et de polynome X(X — 1)(X — ).

2.3. Migration Entre Trois Populations

On considére des types génétiques a,, ..., a,, présents dans une population
subdivisée en trois colonies entre lesquelles ont lieu des migrations. Pour tout
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1 <i,j<3,i# jonnote m; la proportion par génération d’individus qui migrent
de la colonie j vers la colonie i et on pose m; =1 —3 ;. my; on a donc 0 < m;
et Y <3 My = 1. On associe a cette population le R-espace vectoriel A de base
(€115 €215 €315 - - - » €15 €25 €3,) €L dans cette base la matrice M = diag(M,, ..., M) ou
M, = (m;j)<; j<3- On munit A de la stucture algebrique suivante: e e;, = %M(e,-p +
e;,). Alors A est une algebre de mutation (cf. Mallol and Varro, 2002) et si x(7) € A
est une distribution de fréquence a la génération ¢ des types génétiques considérés,
on a x(t+1) = x()> = Mx(t). Par définition M et M, ont le méme polyndme
minimal; comme pour tout x € A, w(x) =1, on a M(x) = x?, M*(x) =2x> — x* et
M3(x) = 4x* — 2x3 — x? on en déduit que si le polyndme minimal de M, est de degré
3 alors I’algebre A est train de degré 4.

3. IDENTITES AUX PUISSANCES PLENIERES ASSOCIEES

On suppose que K est un corps commutatif de caractéristique # 2.
Dans une algebre A, I'opérateur d’évolution est ’application E: A — A,
x > x2. On définit les puissances plénieres de x € A : xIF+1 = EX(x).

Definition 1. Une algébre pondérée (A, w) est une train algébre pléniére de degré
n s’il existe (B, ..., B,_;) € K"™! tel que pour tout x € A:

n—1
AT =37 Beo(x)* kM = 0,
k=1

I’entier n > 2 pour lequel cette identité est vérifiée étant minimal.

De méme que pour les train algebres, on a Z”;i B, = 1 et pour montrer qu’une
algtbre A vérifie Iidentité x") = Y"'=1 B, (x)® x* il faut et il suffit d’établir
que: y" = Y771 B,y pour tout y € A tel que w(y) = 1. Ceci est équivalent a dire
qu’il existe un polyndome unitaire P € K[X] de degré n—1 tel que P(E)(y) =0
pour tout y € A, w(y) = 1. De plus, si 'on a P(X) = X" — Y122 B, X* et Q(X) =
X"t — 33y X" tels que P(E)(y) = Q(E)(y) = 0 pour tout y € w~'(1), alors on a
SI3 (B — 7)Y = 0 et Iexistence d’un entier  tel que B, — 7, # 0 contredirait le
degré de la train algebre pléniere A. Il s’ensuit que ce polyndme unitaire P associé
a la train algebre pléniere est unique; on I’appelle le train polynéme des puissances
plénieres et ses racines sont appelées les train racines pléniéres.

Etherington (1941) a démontré qu’une train algébre de polynoéme (X — 1)(X — o)
est train pléniére de polyndéme (X — 1)(X — 2a). Nous allons voir que pour les trains
algebres de degré 4 la situation est plus complexe. Or, dans Lopez-Sanchez and
Rodriguez (1996), les auteurs donnent des ensembles qui contiennent les train racines
plénieres; dans ce qui suit nous explicitons les train polyndmes aux puissances plénieres
associées aux train algébres de degré 4.

Proposition 2. Une train algébre de polynéme (X — 1)(X* — yX + k) a pour train
polyndéme aux puissances plénieres:

) X=X sin=-1etx=0;
i) X(X —1D)(X =2n)(X —4n?), sin#—5 et k =0;



Downloaded by [The UC Irvine Libraries] at 15:26 03 March 2015

SUR LES TRAIN ALGEBRES DE DEGRE QUATRE 535

i) (X2 = 1)(X2 = Q7+ D)X — @+ 1)), si g+ 2K = —L et k£ 0;

V) (X —1)° si (n,6) = (1, 1) et si (x* — w(x)x)* = 0 pour tout x € A;

v) Enfin, (X — 1)(X — 4x)(X? — 25X + 4Kx)(X* — 4(n* — 2x)X + 16K?) dans tous les
autres cas.

Démonstration. Soient TX)=X>—eX’+0X+(1—e—-90)=(X—-1)(X*-
nX + x) le train polynéme de (A, w), L un corps contenant K et p, ¢ les racines
du polynome X* — nX + k. L’extension A, = L ®, A de A sur L est pondérée par
w; 0 ® x> aw(x) et vérifie la relation x* = ew, (x)x* + dw, (x)*°x* + (1 — & —
d)w, (x)3x pour tout x € A, .

Si pour x€ A;, w, (x)=1, on pose e, =x, e =x>—x et e;=x>—(1+
p)x* + px, d’apres (Lopez-Sanchez and Rodriguez, 1996) si (p, o) # (%, %) alors
e3=0 et en notant e, = €3, es = e,e; et ¢, = €3, l'algebre [x] engendrée par x a
pour systeme générateur: {e,, e,, e3, ey, es} si (p, 0) # (3, 1) ou {e, e,, €3, ¢4, €5, €6}
si (p,0) = (3, 1) et pour structure d’algebre: ef = e, + ¢,, ¢;e, = pe, + €3, ;€3 =
ey, €16y = Ge, — €5, €15 = pes — €, €165 = 364, €3 = €, €63 = €5, €26, = €4, €3 =
(0 — p)es + ¢, les autres produits étant nuls.

Premier cas: (x> — x)* = 0 pour tout x € w~'(1).
Pour tout x € w~!(1), I'application quadratique E : [x] — [x], z — z2, induit
la transformation des coordonnées:
1,14 2p0,, 20, + 200, o> + 200,
(1,al,oc2,oc3,oc4)|—>< po- <o 2 12 3).
=203 + 2010 + (0 — p)oiy + 2poyy
Le plongement (1,0, oy, 05, ) = (1, oy, 00p, 03, 03, 01005, 03, o) permet  de
définir sur K® la linéarisée de Haldane de E (cf. Mc Hale and Ringwood, 1983) de
matrice:

1 0 0 0 0 0 0 0
I 20 0 0 0 0 0 0
0 2 20 O 0 0 0 0
M- 1 4p 0 4p> 0 0 0 0
0o 0 O 1 20 0 0 0
0 2 20 4p 0 4po 0 0
0o 0 O 4 0 8a 4q 0
|0 0 0 0 -2 2 o6—p 2p]

Cherchons le polyndme minimal p,, de M, on a deux situations:

a) Si pog =0.
Pour (p,0) =(—1,0) ou (0,—1) on a u,(X)=X>—X, soit le résultat (i).
Pour p # —% et =0, donc =p et k=0 on trouve: u,(X)=X(X-1)
(X —2p)(X —4p?) , tandis que pour p=0 et ¢ # —1 on a: p,,(X) = X(X — 1)
(X — 20)(X — 46?), ceci conduit dans les deux cas au résultat (ii).

b) Si pa # 0.
Lorsque p #0, 6 = —1, on a p,,(X) = (X* — 1)(X* — 4p*)(X — 4p?) et comme
p =2+ 1 on obtient le résultat (iii). De méme par symétrie, si p = —1, ¢ # 0 on
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obtient: p1,,(X) = (X* — 1)(X* — 46%)(X — 4¢%). Dans le cas p = ¢ = 1 on trouve
Wy (X) = (X — 1), ¢’est-a-dire (iv). Enfin, dans le cas p, ¢ & {0, —%} on trouve:

i (X) = (X = (X = 2p)(X — 20)(X — 4p*)(X — 40°)(X — 4p0)

qui conduit au résultat (v).

Deuxieme cas: (x> — x)> # 0 pour un x € o~ !(1).
Alors p, 0 = % Dans ce cas I’application E se traduit par la transformation
des coordonnées:

1, 14 oy, 20 + 0, 0F + 043,
(1, oy, &y, 03, Oy, O5) > 5
—2003 + 20000, + 0y, =20, + 05 + 20005 + 05
et le plongement

2 2 3
(1, 0, 0, 003, 014, 005) > (1, 00y, 00y, 007, 003, 000y, 03, Oy, 07, 014003, OLs)

permet de définir sur K'', comme auparavant, la linéarisée de Haldane, dont le
polynéme minimal est (X — 1), on retrouve le résultat (v). O
4. LES QUATRE TYPES DE TRAIN ALGEBRES DE DEGRE 4

Par le procédé de gamétisation, on a montré dans Mallol and Varro (2003)
que I’étude des train algébres de degré 4 se ramene a celle des train algebres (les
w-identités sont données pour des éléments de poids 1): x* = dx*> + (1 — 8)x ou
x* =2x% + 6x*> — (1 + 8)x, que I’on résume sous la forme

Y=exr +0x +(1—e—06)x oueel0?2).
Dans ce travail on notera T, ; le train polynome associé, on a
T,,(X) = (X = DX+ (1= )X + (1 — £ — 9)),

qui admet % pour racine si et seulement si 6 = et a une racine double si et

4—(1+8)?

7—6¢e
4

seulement si 6 =
En croisant les conditions d’existence d’un idempotent et de présence de train
racines doubles, on obtient quatre types d’algebres:

Idempotent
Type Valeurs de ¢, o (existence) Train polyndme T, ;
1 e € {0,2}
o#£-3,3,1 oui X —eX?—0X—(1—&e—9)

2 e=0

6o=12 oui (X —1)(X+3)?
3 e=0

o=1 oui/non X-DX-HXx+3)
4 =2

o=-2 oui/non (X-D(X -1
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5. CARACTERISATION DES ALGEBRES DE TYPES 1 ET 2

Dans ce travail, on posera pour tout a, b, ¢, d € A:

[a, b, c] = a(bc) + b(ac) + c(ab)
[a, b, c,d] = a[b, c, d] + bla, ¢, d] + cla, b, d] + d[a, b, c].

On donne une caractérisation des train algébres de degré 4 appartenant aux
types 1 et 2.

Théoréme 3. Soient ¢,0 € K, € € {0,2}, 0 # % et A une K-algébre commutative.
Les trois énoncés suivants sont équivalents:

i) A est une train algébre de degré 4 de type 1 ou 2, de polynome T, ;;
i) 11 existe un idéal S de A, e € A et z € S tels que codimS =1, e ¢ S, e = e, 7 # 0,
e(ez) + (1 —e)ez+ (1 — e —0)z =0 et pour tout (x,y) € A X S:

2e(e(ey)) + (1 —2&)e(ey) + (1 — & —20)ey— (1 —e—0)y =0 (1)
x[x, 3, ]+ yly, x, x] = eo(x)[x, y, ] + do(x)’y?; (2)

iil) 1l existe e € A, des sous-espaces U, Z de A tels que e # 0, e =e, U = {x; 2ex =x},
Z={x;e(lex)+ (1 —¢e)ex+ (1 —e—9)x=0} avec A=Ke®U®DZ, Z+#{0},
UCZ 7Z°CZ, UZCU®Zetpourtoutxc A, y, € UB Z:

[x, x, v, z] = 2e0(x)[x, v, z] + 20w(x)*yz. 3)

Démonstration. (i) = (ii) Soit A une train algeébre de degré 4 de type 1 ou 2,
alors A admet une pondération w et possede un idempotent e. Posons S = ker w.
En polarisant deux fois I'identité xT, ;(x) =0, on obtient les relations suivantes,
vraies pour tout x € Aet y,t € S:

Xy + x[x, x, y] = so(x)[x, x, y] + 20w(x)’xy + (1 — & — d)w(x)’y 4)
[x, x, Y]t + [x, x, t]y + 2x[x, v, 1] = 2e(x)[x, v, 1] + 25 (x)*yt (5)

En posant x = ¢ dans ’identité (4) on trouve la relation (1), en faisant t =y
dans (5) on trouve I’identité (2).

Il existe z € S, z # 0 tel que e(ez) + (1 — e)ez+ (1 — & — 6)z = 0. En effet, si
ker(L2 + (1 — &)L, + (1 — & — 9)id) = {0} alors de (1) on déduit que S = ker(2L, —
id). Soit u € ker(2L, — id), en posant (x,y,t) = (e,u,u) dans (5) on obtient
e(e?) + (1 — &)eu® + (1 — & — d)u> = 0; donc u?> =0 il en résulte que (e + u)* =
e+ u pour tout u € S, c’est-a-dire que A serait train de degré 2.

(i) = (iii)) Des hypotheses e ¢ S et S est un idéal de codimension 1, il
découle que I’application w définie sur Ke @ S par ae + z — o est une pondération
de A de noyau S. De l'identité (1) on déduit la décomposition S=U @& Z
od U=ker(2L, —id), Z=ker(L?+ (1 — &)L, + (1 — & — d)id) et par hypothese
Z #{0}. En prenant x = e et y =u € U dans (2) on obtient U> C Z, on en déduit
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que Z # {0} sinon U? = {0} et A serait train de degré 2. L’inclusion UZ C S est
immédiate. Montrons que Z*> C Z, pour cela prenons dans (2), x=e et y € Z, on
obtient:

[e(ey®) — gey” + (26 + 6 — 2)y*] + [2e(y(ey)) — y(ey)] = 0.

Onay?, y(ey) € S,soient y> =u+zety(ey) =u' +7 ovu,u' e Uetz, 7 € Z,
de I’identité qui précede il vient : (6 +46 — 7)u = 0; or 46 # 7 — 6¢, donc u = 0 et
y? € Z. Enfin, la relation (3) s’obtient en polarisant (2) suivant y.

(iif) = (i) Se fait sans difficulté avec les techniques usuelles. O

6. ETUDE DES TRAIN ALGEBRES DE TYPE 1

Remarquons d’abord que si (A, w) est une train K-algebre de polynome T, ;
et L un corps contenant K, alors I’extension de A sur L, notée A,, est pondérée
par o; : o ® x — aw(x) et A, munie de cette pondération est une train L-algébre de
polynéme T, ;.

En particulier, si le corps L contient K et les racines du train polynéme 7, s,
I’étude de la train algebre associée a T, ; peut se ramener a celle de polyndéme 7, ;.

Proposition 4. Toute train algébre de degré 4 de polynome T, ; (0 # —%) est la
gamétisée de la train algébre de polynéme X(X — 1)2.

Démonstration. En effet la gamétisée au taux y =1+ Fla de la train identité
x* —2x% + x* = 0 (cf. Mallol and Varro, 2003) est xT; ;(x) = 0. O

L’extension de I’algebre permet de raffiner la décomposition de Peirce et de
simplifier la relation (3) du Théoréme 3.

Théorém 5. Soit K un corps contenant les racines p, ¢ du polynéme X*> + (1 — &)
X+(1—e—0)onne 60K, e€{0,2},0¢ {—%, %, %} Sont équivalents:

i) (A, w) est une train algébre sur K de polynéme T, s;

il) Il existe un idempotent e de A qui induit sur A la décomposition de Peirce ker & =

U VW, oulU={x;2ex =x}, V={x;ex =px}, W={x; ex = ox} vérifient

v # {0}, W # {0},
U’cveWw, VZcWw, w2cv,
uvcuew, UWcCU®V, VW=/{0}

et pour tout x € A, y,z € ker w

[x, y, ¥, 2] = e (x)[y, ¥, z]. (6)

Démonstration. (i) = (i) La structure algebrique de kerw est prouvée dans
Guzzo (1994), la relation (6) découle de la polarisation de (3).

(ii) = (i) 1l est clair que V@& W = Z, et les inclusions de I’énoncé (iii) du
Théoreme 3 découlent sans peine des hypotheses. Il reste a établir la relation (3),
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compte tenu de (6) cela se réduit a prouver que [e, e, y, z] = 2¢]e, y, z] + 20yz pour
tout y,z € kerw, et on a va montrer qu’elle découle de la structure algerique.
Si (v,z) € Vx W cela vient de VW = {0}; pour les autres cas, si y,z€ UUVUW
onaey=Ay,ez=uz, yz=y +7 ey =2y, ez =7 ouy,7 e UUVUW, donc

le, e, y, 2] = 2¢ele, y, 2] — 26yz = (4, pt, 1)y + @(4, p, )7

ot on a posé @A u,v)=224+2 +i+u+2(A+u+v)(v—eg)—25. Soit
PX)=X*+(1—-e)X+(1—&—0), on trouve: ¢(1,1,p)=e(3.p.3) =2P(p)
donc ¢(3, 5,0) = (5,0, 3) = 2P(0), ¢(3, p, 0) = ¢(5, 0, p) = 2P(p) + 2P(0) et
@(p, p, o) = 4P(p) + 2P(0) d’ob ¢(o, 0, p) = 2P(p) + 4P(0). O

Désormais on se place sous les hypotheéses du théoréme ci-desssus. On fera
souvent référence a I’identité suivante obtenue par linéarisation de (6):

L(x,v,2,t) :[x, 9,2, t] = ew(x)[y, 2z, 1], (Vx e A,y,z,t € ker w) (7)

Proposition 6. Pour toute train algébre de degré 4 de type 1 on a:

) Vi=w?={0}
ii) UV? Cc U, UW? C U;

iii) Si U est de dimension finie, il existe une base (uy,...,u,) de U telle que u,V C
Kugy ... oup )+ W et uuW C K{ugy,...,u,_y)+V pour tout 1 <k < p, avec
uy = 0.

Démonstration. Le résultat (i) est prouvé dans Guzzo (1994). Montrons (ii),
soient ye Vet ze U on a yz, y*, y(yz) € U+ W et y’z € U+ V, alors en posant
yz=u+v ot ueU et veV il découle de L(e,y,y,z) que 2p— 1)v=0 d’ou
v = 0. De maniére analogue UW? C U. Quant a (iii), pour tout z € V.U W on note
A, la composée de la restriction a U de L, avec la projection de kerw sur U de
noyau V @ W; soit E I’ensemble de ces applications. Pour tout u € U, v, v € V et
w, w € W; les relations L(e, u, v, v'), L(e, u, w, w') et L(e, u, v, w) donnent

(1 - 20)(AUAU’ + AU’AU) + (2/) - 1)Avv’ =0
(1 - 2p)(AwAw’ + Aw’Aw) + (26 - l)Aww/ = O
(1 —2p)A,A, + (1 — 26)A, A, = 0.

Pour v =1 la premi¢re donne 2(1 —20)A} + (2p — 1)A%, =0 et en posant
w = w = v* dans la seconde, on trouve Aiz =0, on en déduit que A‘L‘, =0; on a
de méme A? =0. 1l en résulte d’une part que E est un ensemble d’applications
nilpotentes et d’autre part que pour tout A, A, € E il existe 4 € K tel que A_A, +
JA A, € E. Alors d’apres un théoréeme donné dans (Jacobson, 1962, p. 34) tous les
éléments de E sont triangularisables dans une méme base (uy, ..., u,) de U, d’ou le

résultat. O

A partir de maintenant on se place en dimension finie.

Définition 7. On appelle présentation de A, le triplet (dim U, dim V, dim W).
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Les algebres de présentation (0, n, m) serviront de valeurs intiales a une
méthode récursive de classification des train algébres de degré 4 de type 1 basée sur
le résultat (iii) de la Proposition 6.

Proposition 8. Les algébres de présentation (0, n, m) sont isomorphes a l'une des 9
classes suivantes, dont les produits définis sur une base (v;),;<, de V et (w,),,<,, de
W sont en fonction des valeurs de (dim V2, dim W?):

I. Cas (0,0)
tous les produits nuls.
IL. Cas (1,0)

a) vl =w
b) pour chaque 2 < k < n: vi = w;, v} = oy, ot o; € K*, 2 < i <k.

III. Cas (0, 1)

2 _
a) wy = v
b) pour chaque 2 < k < m: w? = v,, wlz, =p,v, on f,e K*2<p<=<k.

IV. Cas (1, 1)
v} = w, VU = 0wy, w) =v, ww, =B, pour tour 1<i,j<n-1,
2<r,s <met (i, j) # (1, 1), (r,s) % (m, m).
V. Cas (p,0), p>2
v =wy, v = wy et v = Yo, 1< i j < (i) # (L D), (2,2).
VL. Cas (0, q), g =2
w% =1 w% =1 et w,w, = ZZ:I Brskvk’ 1 =r,s=m, (r’ S) 75 (1’ 1)’ (2’ 2)
VIL Cas (p,1), p>2
vl =w;, 13 =w, ViV = D) O Wy w? = v, ww, =P, pour tout 1 <i,
j<mn p<r,s=<mtels que (i, ) # (1,1), (2,2) et (r,s) # (m, m).
VIIL Cas (1,q), g =2
Vi =w,, VV; = 0W,,5 w = vy, w3 = v, waw, = Y {_| B, pour tout q < i,
j<n 1<rs<mtels que (i, j) # (n,n) et (r,5) # (1, 1), (2,2).
IX. Cas (p,q), p,g =2
U% =up, U% = Wy, vivj = Zf:l aijkwk’ w37| =VUp-p wzz =V WW, = ZZ:I
BrgVn_girr Pour tout 1 <i,j<n-—gq, p+1=<r,s<m avec (i,j) # (1,1),
(2,2) et (r,s) # (m—1,m—1), (m, m).

Démonstration. Montrons le cas II (le cas 111 est analogue), il existe v € V tel que
v? # 0, posons w = v?, alors Kw @ V est une nilalgebre de degré 3 de présentation
(n, 1) donc est isomorphe a 'une des n classes d’algebres dont les produits sont
définis sur une base (v, ..., v,, w;) par vi = w;, ou pour chaque entier 2 < k < n,
par v} = w; et v} = q,w,, avec o; € K*, 2 <i < k (cf. Mallol et al., 2005, Prop. 12),
on termine en complétant w, en une base (w,, ..., w,,) de W.

Montrons le cas IX (la méthode est analogue pour les autres cas). Soit
(a},..., ai) une base de V2 et (b2, ...,bi) une base de W?2. Le systéme
{a, a5, b7,..., b7} est libre dans V; en effet si a; € Lin{a,, b, ..., b} alors aj €
Lin{a3}. De méme {b,, b,, aj,...,a,} est libre dans W. Ensuite on pose v, = a;,
v, = a, et pour tout 1 <k < g, v,,,_, = b} puis on complete ce systeme en une base
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(v;)1<j<n de V. De fagon analogue on note w,,_, = b,, w,, = b, et pour chaque entier
1 <k <p, w, =d? et on compléte ce systtme en une base (w.)1<,<,n de W. 1l en
résulte que I'on a: v} = wy, v; = w,, w2, | =v,_, w) =v,,quepourtout] <i<net
n—q+1§j§nonavivj=0;quesil§r§metl§s§palorsw,wS=Oetque
dans tous les autres cas v,v; € Lin{w,, ..., w,} etw,w, € Lin{v, .y, ..., v,}. |

Pour illustrer les résultats de structure obtenus, on va classifier ce type
d’algébres en dimension < 4.

Remarque 9. On a vu au Théoréme 5 que les sous-espaces V et W jouent des
roles symétriques, quitte a permuter les racines p et g, on peut donc toujours se
ramener a des présentations telles que dim W < dimV et quand dimW =dimV a
celles vérifiant dim W? < dim V2.

Nous adopterons cette convention dans les classifications. Dans ce cas:

l <dimW < %dim(veaW) <dimV
et si dim W = dim V
0 < dim W? < %dim(Vz ® W?) < dim V? < dim W.
Les deux résultats suivants sont tres utiles:

Proposition 10. On a les implications: dim V> = dim W = W? = {0} et dim W? =
dimV = V2 = {0}.

Démonstration. Ne pose pas de difficulté. |

Proposition 11. Soit A de présentation (1, n, m), on a pour tout u € U, v,v €V,
w,w € Wi u(uv) = ur® = (wo)v' =0, u(uw) = uw’ = (ww)w' =0 et (uv)w =
(uw)v = 0.

Démonstration. D’apres (iii) de la Proposition 6, de la dimension de U résulte
que UV Cc Wet UW C V d’ou (UV)V = {0} et (UW)W = {0}. Ensuite de L(e, u, u, v)
il vient (2p — Du(uv) — pu*v + v(eu®) =0, comme u?v, v(eu?) € W on a u(uv)=0.
De UW C V on déduit que uv? € V mais d’apres (ii) de la Proposition 6 on a aussi
UV? c U donc uv’> =0. Enfin de L(e, u, v, w) on obtient (2p — 1)(uv)w + (26 —
D) (uw)v = 0 avec (uv)w € V et (uw)v € W d’out (uv)w = (uw)v = 0. g

Dans les classifications qui suivent, les produits nuls sont omis.

Proposition 12. A isomorphisme prés, les algébres de dimension <4 sont:
En présentation (0,1, 1):

v = 0w, 0 € {0, 1}.
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En présentation (0,2, 1):

En présentation (1,1, 1):

1) v = 0w, uv = 0w, (0,0 €{0,1});

2) u? =v, v* = 0w, uv = 0aw, (0,0 0,1}, € K*);

3) w?=w, v* = Oow, uv = 0w, (0,0 {0, 1}, a € K*);

4) u* =v+w, v* = Oow, uv = 0w, (0,0 € {0,1},a, B € K*).

Démonstration. Les présentations (0,1,1) et (0,2,1) sont traitées a la
Proposition 8. En présentation (1, 1, 1), soit (u, v, w) € U x V x W, la sous-algebre
K{e,v,w) est de présentation (0,1,1) on a donc v*= 0w, 0 € {0, 1}. Posons
u? = v+ pw, uv = ow, uw = Pv, alors de u(uv) =0 et uv* =0 (Prop. 11) il vient
oaff =0 et f = 0. Remarquons tout de suite que si § =0, ’étude du cas o =0,
p # 0 se rameéne par échange des espaces V et W a celui du cas a #0, f=0.
Quand o= =0, on a quatre cas (correspondants a ¢’ =0): si A=pu=0 on
trouve 1); si A#0, u=0 par le changement de base (u,v,w) — (u, iv, A>w)
on obtient 2); si A=0, u#0 en faisant le changement (u, v, w)— (u, v, pw)
on a 3); si Au#0 le changement de base (u, v, w)— (u, v, pw) aboutit a 4).
Lorsque o #0, =0 on a quatre cas (pour lesquels & =1): pour A=pu=0
le changement de base (u,,v, w) +— (¢« 'u,v, w) donne 1); pour 1#0, u=0 le
changement de base (u, v, w) — (A~'u, A~'v, 272w) aboutit a 2); si 4 =0, u # 0 par
le changement de base (u, v, w) = (u'u, «~'v, u~'w) on obtient 3); enfin si iy # 0
par (u, v, w) — (u, Av, pw) on arrive a 4). O

7. ETUDE DES TRAIN ALGEBRES DE TYPE 2

Ces algebres ont pour train polynoéme T} 5 4(X) = X3 — %Xz — iX . Les algebres
d’Etherington, i.e. les algebres vérifiant (x?)> = w(x)’x, appartiennent 2 cette classe.
La linéarisée de la train identité (3) fournit la relation suivante, a laquelle nous
ferons souvent appel:

3
R(x,x,v,2):[x, X, y, 2] = zw(x)a)(x’)yz, Vx,x' € A,y,z € kerw

L’introduction du morphisme & défini sur ker w par & =L, + %id, permet de
préciser la structure du sous-espace Z = ker ®? de la décomposition de Peirce de ces
algebres. En se servant du fait que pour 7 € ker w on a: et = ®(r) — %t, a partir de
R(e, e, y, z) on obtient une identité vérifiée par @ pour tout y, z € ker w:

D’ (yz) + yP*(2) + 2 () + P(YP(2) + zP(y)) = 2P(yz) + yP(2) + z®(y)  (8)
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Théorém 13. Les énoncés suivants sont équivalents:

i) (A, w) est une train algebre de polynome T, 5,4;

i) 1l existe un idempotent e de A qui induit sur A la décomposition de Peirce ker v =
U VW, onU={x;2ex =x}, V={x;2ex = —x}, W un supplémentaire de V
dans Z telle que

vV # {0},
UlcVveWw, VicV, W2CcVew,
uvcuUueoV, UNCU®PVOW, VWCVEW

avec en plus quand W = {0}, au moins l'une des trois conditions suivantes:
V2 £ {0} ou UV & U ou u(uv) % 0 pour un (u,v) € U x V.

Et pour tout x € A, y, z € ker w:

x5 3,] = S0z o)

Démonstration. (i) = (ii) Si A est une train alge¢bre de polyndme T, 54, d’aprés
le Théoréme 3 (iii), il existe un idempotent ¢ € A qui induit la décomposition de
Peirce A=Ke® U @ Z ou U = ker(L, — 1id) et Z = ker(L, + 3id)* avec Z # {0}.
Soit V = ker(L, + %id) et W un supplémentaire de V dans Z. On définit & =
L,+ 1id sur kerow, on a ker ® =V, ®*(Z) =0 donc ®(W) C V, par conséquent
si V={0} alors Z ={0}. Montrons les inclusions, du Théoréme 3 il vient:
UPCcZ,W>CZ*CZ, UNCUZCU+Zet VW cC Z?>C Z; il reste donc a établir
les inclusions V2 C V et UV C U+ V. Si on prend y =z € V dans la relation (8),
comme ®(z) =0 et z2€ V il reste #(z?) =0 donc 2€V. SiyeU et zeV la
relation (8) devient ®*(yz) = ®(yz), donc yz € ker(® — id) ker® =U V.

Enfin, si W = {0} et si I'on suppose que V2 = {0}, UV C U et u(uv) = 0 pour
tout (u,v) € U x V. Comme on a U? C V, alors pour tout u € U il découle de
R(e, u, u, u) que u®> = 0. De maniére analogue, on trouve en partant de R(e, u, v, v)
que v(vu) = 0. Ces deux résultats joints a I’hypotheése u(uv) =0 permettent de
montrer par un simple calcul que pour x =e+u+v on a x> = 1x? + 1x, cest-a-
dire que A est train de degré 3.

(i)) = (i) Par application du Théoréeme 3. O

Les résultats suivants seront utilisés pour les classifications.

Proposition 14. Dans toute train algébre A de degré 4 de type 2, on a:

1) V est une zéro-algébre ou une nilalgebre de nilindice 3;
i) SidimA < oo alors dim A > 3 et dim W < %dim(Z) <dimV;
iil) Pour tout z, 7' dans Z: 2®(z7') + zP(2') + 2 P(2) = 0, P(2)P(z') =0 et zP(Z') € V;

iv) Si (wy, ..., w,) est une base de W alors {®(w,), ..., ®(w,)} est une famille libre
de V qui engendre une zéro-algébre;
V) Si U est de dimension finie, il existe une base (u,, ..., u,) de U qui vérifie: u,V C 'V

et K{uy,...,u )V C K{uy,...,u_,)®V pour chaque 2 < k < p.
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Démonstration. i) Soitv e V,de V2 C V et R(e, v, v, v) il vient v* = 0.

i) La restriction de ® a Z a pour noyau V et vérifie ®*> = 0, on en déduit
que dimZ <2dimV d’ou dimW < dimV et 2dim W < dim Z. Il en résulte que si
dimA =2, comme V # {0} on a dimW =0, dimU =0 et dimV = 1 mais alors
V2 = {0}, ce qui est exclus d’apres le Théoreme 13.

iii) Si z, 7 € Z, en appliquant ® a la relation (8), comme ®*=0 sur
Z, on a: O(z®(7) + 7 P(z)) = 0; ceci entraine: 2d(zz') + z®(z) + 7 P(z) = 0. En
remplaUant dans cette identité z par ®(z), puis z’ par ®(z') on obtient 2d(d(z)z’) +
P()P(Z) =0 et 20(zP(Z)) + P(z)P(z') =0, en ajoutant ces deux dernieres
égalités on obtient ®(z)P(z') = 0 d’oit P(zP(z')) = 0 soit zdP(Z') € V.

iv) La famille {®(w,),...,®(w,)} est libre: en effet si Y7 o, P(w;) =0

=17

on a Y? ow e€VNW={0}. Il résulte de (ili) que lalgebre engendrée par

i=1 %

{®(w,), ..., P(w,)} est une zéro-algebre.

v) On va montrer d’abord que pour tout v € V, ’opérateur L, est nilpotent.
Par R(v, v, v, z) on trouve que v’z + v(v’z) + 2v(v(vz)) = 0 quel que soit z € ker w,
comme v* =0 on a donc L,L, +2L> =0 (x). On en déduit que si v e V vérifie
v> =0 on a L? = 0. Sinon, comme (v*)> = 0 d’aprés ce qu’on vient de voir on a

Liz =0, et en se servant de () il vient:
8LT =4L}(2L}) = —4L)L, = —2L.(2L})L, =2L}L;, = —L}, =
Soit E = {A,; v € V} out A, dénote la composée de la restriction de L, a U par la
projection de U + V sur U. Pour v, v € Vetu € U, de R(e, v, V', u) il vient: A A, +

AyA, = A,,. 1l en résulte par (Jacobson, 1962, p. 34) que tous les éléments de E
triangularisent dans une méme base (u,, ..., u,) de U, ce qui prouve le résultat. O

Proposition 15. Nous avons:

) W2cCV e wb(w) =0,Vwe W,

i) UWcCc UV < Ub(W) CU,

i) VW C V & V&(W) = {0};

iv) SidimW =1 et VW C V alors W?> C V.

Démonstration. i) Soit w € W; du (iii) de la Proposition 14 on a: ®(w?) +
wdP(w) = 0 donc wd(w) =0 & ®(w?) = 0.

ii) Pour ue U et weZ, la relation (8) devient: ®*(uw)+ ®(ud(w)) =
d(uw) + ud(w). On en déduit que ud(w) € ker(P — id) = U si et seulement si on
auweker(P*—D)=UDV.

iii) Soient v e V, w € W, de la Proposition 14 (iii) on a: 2®(vw) + v®(w) = 0
et donc vw € V < v®(w) = 0.

iv) Soit w € W et w? = v+ aw alors de w* = 0 = w(wv) + awv + v + Cw

et VW C Vil vient a = 0. O
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Le triplet (dim U, dim V, dim W) est appelé présentation d’une algébre de
type 2. Peut-on trouver une algébre de présentation (p, g, r) pour tout triplet

(p. g, 1) ot g > p?

Théorém 16. La présentation d’une train algébre de degré 4 de type 2 est de la forme
(p, g, r)avec p+qg+r=dimA—1, g>ret(qr) #(1,0).

Démonstration. Montrons d’abord que pour tout p > 0 il n’existe pas de train
algebre de degré 4 de type 2 de présentation (p, 1, 0). Pour p = 0 le résultat résulte
de la Proposition 14 (ii). Supposons qu’il existe une algebre de présentation (p, 0, 1)
avec p>1. Soit veV on a v =0 car V est nil de dimension 1. D’aprés la
Proposition 14 (v), il existe une base (u, ..., u,) de U telle que u;v = oqv et wv =
Sl Ju; + ov pour chaque k > 2 . De la relation R(e, uy, u,, v) il vient oZv =0
donc UV C U. Posons wuu; = ff,;v ot fi; = f; pour tout 1 <i,j<p. On a u} =
Bii(u;(u;v)) = 0 mais d’apres le Théoreme 13 il existe un entier i, tel que u; (u; v) #0
donc B,; =0. Alors la relation R(u;,u;,u;,u;) s’écrit u; (u; (u;u;))=0 soit
Bji, i, (u;,v) = 0, par conséquent on a f8; = 0 donc u;u; = 0 pour tout j # i,. Avec
ceci la relation R(u; , u; , u;, uy) fournit u; (u; (u;uy)) = By, (u; v) = 0 donc f; =0
pour tout 1 < j, k < pet j# iy, de ceci et de f; = By, B;,;, = 0 il découle que f;, =0
pour tout 1 < j, k < p. Ainsi U? = {0} donc U(UV) = {0}. Finalement on a obtenu
que V2 = U(UV) = {0}, UV C U ce qui contredit le Théoreme 13.

Il reste a voir que pour tout triplet d’entiers (p, g, r) tels que (g, r) # (1,0)
il existe une algeébre de présentation (p, g, r). On vérifie sans peine que si g > 2,

Ialgebre définie sur U = K(u,,...,u,), V=K(v;,...,v,) par vf =, et tous les
autres produits nuls, est de présentation (p, g,0). Et pour ¢ > r > 1 , I'algebre
définie sur U = K(uy,...,u,), V=K(v,,...,v,) et W= K(w,, ..., w,) par ew; =
—%wi + v; et les autres produits nuls est de présentation (p, g, r). |

On va maintenant appliquer les résultats de structure obtenus a la classification
de ces algebres en dimension <4. Dans ces classifications les produits nuls sont omis.

Proposition 17. A isomorphisme pres, les algébres de type 2 de dimension <4 sont:

présentation (0,2,0): 17 = v,.
présentation (0,1,1): w? = oaw (x € K).
présentation (0,3,0): v} = v;.
v} = vy, V3 = avy, (o € K*).
présentation (0,2,1): w? = v,.
V3 = vy, W = vy, vyw = vy, (¢ € K).
v; = vy, w* = Py, v,w = vy, (o, B,y € K).
présentation (1,2,0): u®> = av, + Pv,, uv, = v,, (o, f € K).
uv; = ov,, v = v,, (o € K).
présentation (1,1,1): uw = av, w* = Pv, («, f € K).
u* =v, uw = oaw, w* = P, (o, f € K).

W =v+w, uw =, w =Py, (« f €K).

Démonstration. Soit A une train algebre de degré 4 de type 2 de dimension <4.
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Si dim A = 3, on a seulement deux présentations car d’apres le Théoreme 16
la présentation (1, 1,0) n’existe pas. La pré sentation (0,2, 0) est obtenue dans
Mallol et al. (2005) puisque dans ce cas V est nil d’indice 3. Pour la présentation
(0,1, 1), on utilise la Proposition 14(iv): on prend w € W, on pose v = ®(w) on a
v> = 0 donc vw € V (Prop. 14(iil)) d’olt w? € V (Prop. 15(iv)), ce qui entraine vw =
0 (Prop. 15(1)).

Si dim A =4, la présentation (2, 1,0) étant impossible (Thm. 16), on a 4
présentations:

Présentation (0, 3,0). On a V? # {0} donc V est nil d’indice 3 de dimension 3,
sa classification est donnée dans Mallol et al. (2005).

Présentation (0,2, 1). Soit w € W on pose v, = ®(w) on a v} =0 et vw € V
(Prop. 14(iv)), on complete v, en une base (v,,v,) de V. L’identité R(e, v,, v;, v,)
fournit v, (v,v,) = 0, on en déduit que si v,v, = fv, + yv, alors v, (v,v,) = yv,v, d’ot
v,v, = Bv;. En procédant de méme, on déduit de v; = 0 que v = av,. Avec ceci,
R(e, vy, vy, v,) 8’écrit v,(v,v;) =0 d’ott f =0 soit v,v, =0, il en résulte que VW C
V (Prop. 15(iii)) donc v,w € V et w? € V (Prop. 15(iv)) par conséquent v,w = 0
(Prop. 15(i)). Posons w? = Av; + uv, et wv, = A'v; + w'v,, de w* =0 on déduit que
up'wv, =0. On a up' =0, car si puu’ # 0 alors wy, =0 et donc ¢ =0. Si p# 0 on
a obtenu: v; = av;, w? = Av; + v, et wv, = V'v;; dans le cas o = 0 le changement
de base (v;, vy, w) = (v;, w?, w) donne I’algebre w? = v, et les autres produits nuls;
dans le cas o # 0 le changement de base (v, v,, w) > (ap?v;, w?, w) donne v3 = vy,
w? = v, et v,w € Kv,. Si p =0 alors w* = 0 et R(w, w, w, v,) conduisent a ¢’ = 0 on
a donc v}, w?, v,w € Kv;.

Présentation (1, 2, 0). On va considérer deux cas:

a) SiVZ={0},pouruecUcetveVonau>eVetuveV (Prop.14(v))etla
relation R(e, u, u, v) entradne u(uv) = 0, c’est-a-dire que la restriction de L, a V est
nilpotente d’ordre 2, cette application n’étant pas nulle car on aurait UV C V ce qui
est exclus d’apres le Théoréme 13, il existe une base (v, v,) de V telle que uv, =0,
uv; = v,.

b) Si V2 £ {0}, alors Ke + V est de présentation (0, 2, 0), on a vu qu’il existe
une base (v, v,) de V telle que v} = v,. Soit u € U , on a uv,, uv, € V, de la relation
R(e, u, v;, v;) on tire uv, + v, (v,u) = 0, ce résultat joint a la relation R(u, u, v, v,)
aboutit & uv, = 0 donc v,(v,u) = 0 d’ou I’on déduit que uv, € Kv,.

Présentation (1, 1,1). On a V2 = {0} car V est une nilalgébre de dimension 1.
Soit u € U, on considere deux cas:

a) Siu®>eV.Soit we W, on pose v=>(w) on a v> =0, vw € V, il s’ensuit
que w? € V (Prop. 15(iv)) d’ott vw =0 (Prop. 15(i)). On a u®> = av, si =0, la
relation R(e, u, u, v) fournit u(uv) = 0 comme uv € V ceci implique que uv = 0; et
si o # 0, de u* = 0 on déduit facilement que uv = 0. On en déduit que uw € U+ V
(Prop. 15(i1)).

b) Siu® ¢ V alors (u?) # 0, posons v = ®(u?) et w = u*> —v. On a v = ®(w),
v’ =0et vw e V, alors w?> € V d’olt vw = 0. O
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