JOURNAL OF ALGEBRA 183, 826—836 (1996)
ARTICLE NO. 0240

Dérivations dans les algébres de Bernstein

M. Teresa Alcalde, César Burgueno, and Cristian Mallol*

Departamento de Matematicas y Estadistica, Universidad de La Frontera, Casilla 54-D,
Temuco, Chile

and

Richard Varro

Deépartement de Mathematiques et Informatique Appliquees, Universite
de Montpellier I1I, BP 5043, 34032 Montpellier, Cedex 1, France

Communicated by E. Kleinfeld

Received June 26, 1995

Nous étudions I'algébre Der(A) d’une algebre de Bernstein a I'aide des transfor-
mations issues des décompositions de Peirce. Nous €étudions la structure des
dérivations quand les morphismes de Peirce sont des automorphismes. Nous
construisons Aut(4) et Der(A4) pour quelques types de ces algébres, en particulier
dans la dimension 4. © 1996 Academic Press, Inc.

1. INTRODUCTION

La notion d’algébre de Bernstein a été introduite par P. Holgate (cf. [4]);
plusieures études ont été faites sur ce sujet et leur structure est assez bien
connue (cf. [1, 7, 11]). Cependant, il n’en est pas de méme en ce qui
concerne le groupe des automorphismes et I'algébre des dérivations. Par
rapport aux automorphismes, on peut trouver quelques résultats dans [1]
et, plus recemment, une certaine caractérisation est proposée dans [9]. De
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plus, dans [2] on fait une approche de Aut(A4) a partir des transformations
de Peirce; nous suivons ici la méme méthode par rapport a Der(A4). Dans
cette Introduction, oli nous rappellons certains résultats, on se référe a [2].

1.1. Soient K un corps, car(K) # 2, A une K-algébre commutative
et w: A — K une pondeération non nulle. 4 est une algébre de Bernstein
d’ordre £, si

k N 2
X2 = (x) XK Yy € 4 o xM = x et xFTY = ()7,

1.2. Si A est une algébre de Bernstein dordre 1, Ip(A4) =
{x?/w(x) = 1}. La décomposition de Peirce relative a e € Ip(A) est
donnée par A = Ke ® Bol B = Ker(w)et B=U & Vavec U = {x/ex =
3x} et V = {x/ex = 0} avec les relations U2 c V, V2> cUet UV C U.

1.3. De la polarisation de I'identité (x?)?> = w(x)?x? et de I'applica-
tion de celle-ci a la décomposition de Peirce, on obtient les relations
suivantes, fort utiles:

@ x*(xy)=0,Vxe€B,ycA.
() s(uv) + usv) = (sv)uv) = (woXuw) =0 Vs,u € U, Vv,

© Uv?=U?r?=/{0).
(d) s(ut) + u(ts) + t(su) = 0, Vs, u, t € U (identité de Jacobi).

1.4. A l'aide de ces relations on établit que Ip(A4) = {e, = ¢ + s +
s2/s € U}. Les sous-espaces propres relatifs a I'idempotent e, sont:

U={u=u+2su/uclU} et V,={v,=v-2s+s*)v/veV}
15. Le passage entre les décompositions Ke ® U & IV et Ke, &
U, ® V, est donné par les transformations de Peirce, applications linéaires
bijectives définies par 7,; 4 - A, T(xe +u +v) = Xe, + u, +v,. On
note P = {T,/s € U} I'ensemble de Peirce associé a I'idempotent e. On a:
(@ PcAut(A4) = U2V ={0}et v(vU) = {0}, Vv € V.
(b) P <Aut(A) « (a) et UWUV) = U* = {0}.
16. Soit F,={f< Aut(A4)/f(e,) =¢J}, s U, famille de sous-
groupes de Aut(A), avec F = F,,. Si P < Aut(A), F, = int,(F), ol int, est
I'automorphisme intérieur associé a 7,; de plus, P <Aut(A) et Aut(A) =

F X U, o X denote le produit semi-direct; dans ces conditions on a les
équivalences:

F<Aut(A)  F,=F,V¥s € U Fly = {Id} & Fl, .4y = {Id}.
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2. L’ALGEBRE Der(A)

Soient e € Ip(A4) et Ke @ U & V' la décomposition de Peirce de A
relative a cet idempotent. Le résultat suivant est bien connu:

2.1. PROPOSITION.  Si d € Der(A), alors d(e) € U. De plus, si d(e) = 0,
dU)cUetdlV)cCV.

Démonstration. De e?> = e on a 2ed(e) = d(e), d'ou d(e) € U. Pour le
reste, comme d(e) = 0, si ex = Ax on a ed(x) = Ad(x).

Soit DP ={dT,/s € U} avec dT, =T, —Id — 2L, ou T, € P est la
transformation de Peirce associée a s et L, le produit par s; comme
T, = Id il s’ensuit que 97, = 0. On peut dire que les transformations de
Peirce 7, sont des ‘‘quasi-automorphirmes” d’algébre (car T (ex) =
T.(e)T(x) et T,(u?) = T.(w)?, donc quasi-multiplicatives); dans le méme
sens, les applications J7, sont des “‘quasi-dérivations.” Ceci sera justifié
par la suite.

Soient s € U et K(V,s) le sous-espaces engendré par les éléments
Ae + v avec A € K* et tels que As = 2sv.

2.2. PROPOSITION.  Pour tout s € U, on a:

(@ dT(e)=s, dT,(u) = 2su + s*uet IT(v) = —2(s + s> )v,u € U
etv V.

(b) KW,00=Keo®V. Sis?+0 alors KV, s) = {0}.
(© Ker(dT)=KWV,s)e(UnNU)a& T NI).

Deémonstration. (a) Découle directement de la définition de J7, et du
fait que s?u = —2s(su) et s(sv) =0, pour tout u € U et v € V (cf,
1.3(c), 1.3(d)).

(b) La premiére affirmation est immédiate et la séconde découle de
Pidentité As? = 2s(sv) = 0 (1.3(b)).

(©) Si Xe +u + v € Ker(dT,), alors As + 2su + s?u — 2(s + s?)v = 0,
d’ol, en prenant les termes de U et de V' dans la décomposition de Peirce
(1.2),

As +su —2(s+s*)v=0 et su=0.

De su =0 on déduit que 7,(u) =u, dou u € UN U,. Quant a As +
s?u —2(s +s*)v =0, on a dabord s?u =0, carsu =0 (1.3(d). Si
A =0, alors 2(s +s)v =0 donc T,(v) =v cest a dire, vV NV,
Enfin, si A # 0, alors s*=0 (carAs? = 2s((s + s?)v) =0 (1.3(b) et
1.3(c)) d’ou As = 2sv, i.e. e + v € K(V, s). Ainsi Ker(dT,) c K(V,s) &
(U NnU) e (VN V,). La réciprogue se fait sans difficulté.



DERIVATIONS DANS LES ALGEBRES DE BERNSTEIN 829

2.3. CoROLLAIRE. Ker(dT,) NI, =® < s # 0.

Démonstration. Soit e, =e +t + t?> un idempotent. Si 97T,(e,) =0,
alors st = 0 et s = 2st2 (2.2(b)); par (1.3(d)) il s’ensuit que s = 0.

Pour tout s € U on pose A, = {§, € Der(A4)/8,(e,) = 0} avec A = A,,.

2.4. PROPOSITION. (&) A| est une sous-algebre de Lie de Der(A).
(b) A, nDP = {0}.

Démonstration. (a) Que [A,,A;] C A, est immédiat. Montrons (b): si
dT, € A, alors 9T, (e,) = 0 d'ou ¢ = 0 (cor. 2.3) donc 4T, = 0.

Bien que les applications d7, ne sont pas en général des dérivations,
avec les relations 1.3 on montre sans difficulté que pour tout u € U,
T (eu) = edT(u) + udT,e) et dT,(u?) = 2udT,(u). Dans les résultats
qui suivent, les relations 1.2 et 1.3 sont constamment utilisées dans les
réductions des identités. On a:

2.5. PROPOSITION. DP c Der(A) « P c Aut(A).

Démonstration. On va montrer I'équivalence DP C Der(A4) < U?V =
v(vU) = {0}, pour tout v € V (1.5(a)).

Soient 9T, € DP et veV; on a edT(v) +vdT(e) = dT(ev) =
—2e((s +s)v) + sv =0 = s°v = 0. De méme 20vdT,(v) = IT,(v?) &
v((s + 5%)v) = 0 = v(sv) = 0.

2.6. THEOREME. Les affirmations suivantes sont équivalentes:

@ P <Aut(A).
(b) DP est un ideal de Der( A).
(c) DP est une sous-algebre de Lie de Der(A).

Dans ces conditions

(d) Ily a un isomorphisme d’ algebres de Lie Der(A) = A X U, Iespace
A X U etant muni du produit [(8,5),(8',s)] = ([8, 8], 6(s') — 8'(s)).

Démonstration. () = (b) Sous ces conditions: U(UV) = U*V = U? =
v(vU) = {0}, pour tout v € ¥V (1.5(b)) donc 9T (u) = 2su et IT,(v) =
—2sv,avec u € Uet v € V. Il Sensuit que 9T, + JT, = 9T,,, et AdT, =
dT,,, VA € K, d’'ou DP est un sous-espace de Der(A). Or, d — 9T, € A
pour tout d € Der(A4), alors par 2.4(b), Der(A) = A & DP. Enfin en
calculant sur e, u € U et v € V les applications [T, dT,] et [dT,, 5] avec
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8 € A, on obtient [dT;, dT,] = 0 et [dT;, 6] = 9T_ 4, ce qui montre que
DP est un idéal de Der(A).

(b) = (¢) Est immédiat.

(c) = (a) 1l suffit d’etablir les conditions équivalentes de (1.5(b)): par
hypothése DP c Der(A), donc par la proposition 25 on a U?V =
v(vU) = {0}, Vv € V; il reste @ montrer que U3 = UUV) = {0}.

Comme DP est un sous-space de Der(A4), pour tout d7,, JT, il existe
dT. tel que 9T, + 9T, = 9T,. De (JT, + dT,Xe) = dT,(e) on obtient
r=s+t;puissiu € U, de (4T, + dT u) = 4T, (u) on obtient s(tu) +
t(su) = 0, d’ou u(st) = 0 (1.2(d)), donc U? = {0}.

Par ailleurs on a [dT,, dT,] € DP, car DP c'est une sous algébre de
Der(A). Or, [dT,, dT,(e) = 0 (car U® = 0) donc [T, 9T,] € A et forcé-
ment [dT,, dT,] = 0 (2.4(b)). De ce fait, si v € V, de [dT,, dT,(v) =0
(en tenant compte que U2V = 0) on déduit que #(sv) — s(tv) = 0, d’ol
s(tv) = 0 (1.3(b)), donc U(UV) = {0}.

(d) On sait que Der(A) = A @ DP. L’isomorphisme d’algébres s’établit
par 8 + dT, = (8, s).

Dorénavant on se place sous les conditions du théoréme 2.6; on rappelle
que danscecas 7, T, = T,,, (cf. [2].

Le résultat qui suit montre que les algébres A sont isomorphes. On sait
que Aut(A) opére su Der(A) par d - ¢odo ¢ ' Si s € U, soient int,
I'automorphisme intérieur associé a la transformation de Peirce 7, et ad,
le morphisme sur Der(A) défini par ad, = [¢7,, ]. On a:

2.7. PROPOSITION. Pour tout s € U.:

@ A, =int,(A)

(b)) AnA, ={5A/8(s) =0}
(© Inv(iint) =(ANA,) e DP.
(d) int,=1d + ad,.

Démonstration. (a) Comme T,(e) = e, forcément int,(5)(e,) = 0 pour
tout § € A et int;*(5,)(e) = 0 pour tout 5, € A d’ol le résultat.

(b) Nous avons s € AN A, & 8(e,) = 8(e) =0 & 8(e) = 8(s) = 0.

(c) Montrons d’abord que DP < Inv(int,): un calcul simple montre que
int,(d7,)(e) = dT,(e) = t. Pour ce qui reste on remarque que d7,|ker(w) =
T, — 1d; ceci veut dire (car int(7,) = T,) que int (47T, et T, coincident
aussi sur Ker(w), d'ou le résultat.

Pour finir, soit § € A:si int,(8) = & alors (par 2.3) § € A,. Réciproque-
ment, si § € AN A, alors 8(e) = 8(s) =0 (2.7(b)), donc (8- T,)e) =
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(T,>8Xe)=0; puis, (8T )u +v)=06(u+ 2su +v — 2sv) = 8(u) +
258(u) + 8(v) — 256(v) = (T, o 8)u +v) dou 8§oT,=T, 38, cest-a-
dire, int (8) = &.

(d) Les résultats (2.7(c)) et [DP, DP] = {0} entrainent que int, = Id +
ad, sur DP. Pour le reste si & A, il suffit de calculer int,(8) et
8+ ad(8)sure,u U veV,entenant compte que 7, ' =T

2.8. Remarque. Les résultats (a) et (d) de la proposition 2.7 nous disent

gue I'écriture des éléments de A, dans la somme directe A @ DP est de la
forme 6 + 9T _; )

2.9. PROPOSITION.  Sont équivalentes:

(@) A est un ideal de Der(A).
(b)) ACA) V.

(©) Adlp(A4)) = {0}.

(d AW) ={0}.

(e) int,=1d, Vs € U.

Dans ce cas, DP = Der(A)/A isomorphisme d’algebres de Lie.

Démonstration. (a) = (b) On a [A, DP] € DP (Thm. 2.6). Donc, si A
est un idéal de Der(A) forcément [A, DP] = {0} (2.4(b)). Il s’ensuit que si
€ Aetuc Ualors0=[8,dT,Ie) = T;, (e) = 8(u) d’'ousi x = Ae +
u + v alors 8(x) = 8(v).

(b) =(c) Si A(4)cV alors Vs A et us U, on a 8(u) <V donc
8(u) = 0 (2.1) et, a fortiori, 8(u?) = 0, d’ott A(lp(A4)) = {0}.

(c) = (d) Se fait sans problémes.

(d) = (e) Si A(U) = {0}, alors A = N, A et Inv(int,) = A @ DP (2.7(b)
et 2.7(c)) d'ou int, = Id, Vs € U.

(e) = (@) Si int; = Id pour tout s € U, alors ad; = 0 pour tout s € U
(2.7(d)) d’oti [A, DP] = {0} donc A est un idéal de Der(A).

On remarque que dans les conditions de la proposition 2.9, si u € U et
veV,ona 0= 68(uv)=ud(v)donc A(4) C Ann,(U).

On finit ce paragraphe en exhibant le lien &troit entre les automor-
phismes qui fixent I'idempotent et les dérivations qui I'annulent. Soit A de
dimension finie:

2.10. THEOREME. F est algebrique et son algebre de Lie Z(F) est A.

Démonstration.  Les techniques utilisées sont celles exposées dans [10].
Soit {e;,1 <i < n} une base de A avec e = e,. L'algébricité de F est
donnée par les 3n(n + 1) équations: f(e) = e et f(e,e;) = f(e)f(e)), i <.
Pour ce qui reste, soient K’ = K[e] I'extension de K par €, oll €2 =0,
A" =K' ®& A et F' I'extension respective de F. Si 6 € M (K), on a:
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deXF) e Id+ edeF' (cf. [6, p. 1.4]). Ainsi, de (Id + €8)(e) = e il
resulte 8(e) = 0, donc (%) = A.

2.11. CoROLLAIRE. Si F <Aut(A4) alors A est un ideal de Der( A).

Demonstration. On a Fly = {Id} (1.6) d’ou F'|y = {Id}. Si 6 € A alors
Id + € € F’ donc (Id + €6 )(u) = u d’ou 6(u) =0, Yu € U. On obtient
A(U) = {0} ce qui montre que A est un ideal (Prop. 2.9).

3. CALCUL DE CERTAINS F ET A

Soit ¢ € Aut(B). Pourque on puisse étendre ¢ comme automorphisme
de A, il faut qu'il existe s € U tel que o(u) =u + 2su et o(v) =0 —
2(s + s%)v, avec u € U, v € V (cf. [1]). Ceci veut dire que les automorphis-
mes de B prolongeables en automorphismes de A sont ceux qui, d’une
certaine fagon, ont un comportement semblable a celui des transforma-
tion de Peirce; parmi ces morphismes on a le groupe: Aut, ,(B) =
{g € Aut(B)/g(U) c U, g(VV) < V}. Ce méme type de considérations peu-
vent €tre faites par rapport aux dérivations.

On pose: Dery, ,,(B) = {d € Der(B)/d(U) c U, d(V) c V'}.

3.1. PrRoposITION. (a) F = Aut ,(B), isomorphisme de groupes.
(b) A = Dery ,(B), isomorphisme de algebres de Lie.

Démonstration. Si f € F alors f|z € Auty ,,(B). Réciproquement, on
associe a g € Auty ,(B) I'element g € F défini par g(e) =e et g5 =g.
L’autre équivalence se fait de la méme fagon.

3.2. CorOLLAIRE. (@) B est une zero-algebre telle que dim(U) =p et
dim(V) = g alors F = GLP(K) X GLq(K) et A = MP(K) X Mq(K).

(b) Si ¢: B — B' (isomorphisme d’algebres) est tel que: soit (i) p(U) =
U' et ¢(V) =V' ou soit (ii) p(U) = V' et ¢(V) = U’, alors les groupes F
et F' sont isomorphes. Dans le deuxieme cas forcement UV = U'V' = {0}.

Démonstration. L’enoncé (a) ne pose pas de problémes en tenant
compte que GL(K) = {Id} et M,(K) = {0}. Quant a (b), dans les deux cas
I'application f — ¢ fo ¢! &tablit un isomorphisme entre Aut, ,(B) et
Auty. . (B’). La derniére affirmation en découle.

Parmi les algébres de Bernstein qui vérifient les conditions équivalentes
du théoréme 2.6, on a:

3.3. PROPOSITION.  Si I'algebre A est:

(@) une extension par idempotent d’'une zéro-algebre, parmi celles-ci, les
constantes d'indice 2 et les gametiques,
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(b) de mutation,
(c) normale,

(d) de Jordan exceptionnelle,
alors Aut(A) = F X U et Der(A4) = A X U.

Démonstration. 1l suffit de prouver que les conditions de 1.5(b) sont
vérifiees dans chaque cas.

L’assertion (a) est immédiate car A = Ke & B avec B? = {0}. Pour (b) et
(c), si A est constante alors U = {0}; de meme si A est gamétique V' = {0}
(cf. [7]D. Dans les deux cas, 4 est une extension d'une zéro-algébre.
L’assertion (b) est immédiate car dans ce cas Ker(w)? = 0 (cf. [8]).

Quant a (c) si 4 est normale alors, x’y = w(x)xy, Vx, y € A4; ceci est
équivalent a UV = V2 = {0} (cf. [11]).

Enfin, si A est de Jordan (déterminée par x* = w(x)x?) elle vérifie
v(vU) = {0} (cf. [5]); si de plus I'algébre est exceptionnelle, elle vérifie
lidentité (xy)? = w(xy)xy (cf. [6]) ce qui est équivalent 3 U2 = 0.

3

Nous finirons ce travail par la construction de F et A pour quelques
algeébres, dans le cas U, V' # {0}. Nous avons besoin de:

3.4. PrRoPOSITION.  Soit A telle que v(vU) = {0}, Vv € V. Si dim(A4) < 5,
alors P est un sous-groupe de Aut(A).

Démonstration. 1l faut montrer que U(UV) = U?V = U® = {0} (1.5(b)).
Or, la négation de I'une de ces trois conditions nous fournit quatre
éléments libres de U @ V. En effet, si U(UV) # {0} soient u, s € U et
veV tels que u(sv) #0; montrons que la famille {u,sv, u(sv), v}
est libre: si au + Bsv =0 alors au(sv) + B(sv)?> = 0; mais (sv)?> =0
(1.3(b)) d'oli @ = 0 donc {u, sv} est une famille libre de U. De méme,
si Av 4+ pu(sv) =0, Aulsv) + puls(u(sv)) = 0; or —u(s(u(sv))) =
u(s(s(uv))) = 2u(s*(uv)) (1.3(b) et 1.3(d)) et comme, —u(s®(uv)) =
(uv)(us?) = 0(1.3(b)) ona A = 0 d’oli {u(sv), v} est une famille libre de V.
De fagon analogue on montre que si U2V = {0} (resp. si U*® =+ {0}) il existe
ueUetovelV (resp. s,u € U) tels que {u, u?v,u? v} est libre (resp.
{u, us?, s%, us} est libre).

Dans [3], T. Cortéz donne la classification des algébres de dimension 4.
Des 21 classes d’isomorphie établies, 8 ne vérifient pas les conditions du
théoréme 2.6; pour ces algébres il faut calculer directement le groupe des
automorphismes et I'algébre des dérivations. Les 13 réstantes sont dans la
situation de la proposition 3.4; la détermination de Aut(A4) et Der(A4)
passe par la construction de F et A. Voici la liste de tables de multiplica-
tion de noyaux B;, pour 1 <i < 13
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B=U®aYV, u,we U, veV

u? w? v? uw uv ow
B, 0 0 w 0 0 u
B, 0 0 w 0 w 0
B, 0 0 0 0 w 0
B, 0 0 0 0 0 0
Bs 0 0 u 0 0 0
Bs 0 0 0 % 0 0
B, v 0 0 0 0 0
Bg v AU 0 0 0 0 -1 K?
B=U®oYV, ueU, v,wevV
u? w? v? uw u ow
B, 0 0 0 0 0 0
By, w 0 0 0 0 0
;% 0 0 0 0 0 u
By, 0 u 0 0 0 0
By, 0 u Au 0 0 0 -1 & K?

On rémarque que par des raisons de symétrie des tables de multiplica-
tions, on a B, = B,, ., 4 <i < 8, les conditions 3.2(b)(ii) &tant vérifées.
Ainsi pour les mémes valeurs de i, ona F. = F, . et A, = A, .. Voici les
générateurs pour chaque cas:

F A
1 0
1 o’ a+0 3a
a? 2a
o o
1 0
o (63
2 8 o2 a#+0 B 2a
o o
1 0
3 ¢ £0 N
y apB B y a+p
B B
1
4 P a+#0,P e GLy(K) P P e M,(K)
a o
1 0
5 a? y aB #0 Za vy
B B
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1 0
6 o o
B B
af a+ B
1
et 0 B aB#0
a 0
op
1 0
o o
7 y B aB#0 vy B
agz 2(]{
0
g a  eAB a —AB
B —ea B @
a? + B2 2a
g2 = 1,
(a,B) #(0,0)

Le scalaire A qui apparait dans la ligne 8 est celui de la table de
multiplication de Bg; les autres varient sur K avec les réstrictions indiquées.

Montrons, par exemple, la construction de Fj.

On a: f(v) = 1v, f(u) = au + Bw et f(w) = yu + dw. Comme f
Aut(A4) on a les conditions suivantes:

1) 7+0

@ ad—yB+0

(3) a?+ABi=r1

4) y2+A82= A7

(5) ay+ AB5=0.
On rappelle que —A & K?, donc A # 0. Par ailleurs (1) et (3) imposent
que a? + AB? # 0: ceci est verifié si et seulement si (a, B8) # (0, 0).

Maintenant on résout le systéme:

De (4), a®? + Aa%? = Aa? Mais a?y? = AB%?2 (5), d'ou A62-
(a? + AB?) = Ara?, donc (par 3) A762 = Ara? et comme A, 7+ 0, §2 =
a? (). De méme, y2 = At — Aa? (4 et (%)), donc y? = Ma? + AB?) —
Aa? (3); cest-a-dire y2 = AB2 (x=). Enfin, de () sors que 8 = ea,
avec € € {1, —1}; de (5) il s’ensuit que ay= —eadB, d'ol (a I'aide de
(%)), y = —eAB.
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