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В [1] построена модель турбулентности, названная α-моделью Лерэ, и приведе-
но обоснование ее использования при подсеточном моделировании турбулентных
потоков. В настоящей статье изучается связь долговременной динамики α-модели
Лерэ с трехмерной системой Навье–Стокса (3D Н.–С.) при α → 0 + . В частно-
сти показано, что траекторный аттрактор α-модели Лерэ сходится к траекторному
аттрактору 3D системы Н.–С. при α → 0 + .

1. Трехмерная α-модель Лерэ с периодическими граничными услови-

ями. Рассматривается следующая система:

∂tv = ν∆v − P [(u · ∇)v] + g(x), x ∈ T
3 := [R mod (2πL)]3, t ≥ 0; (1)

v = u− α2∆u, ∇ · v = 0 , ∇ · u = 0, (2)

где ν > 0 — вязкость, и P — проектор Лерэ, который будет определен ниже. Си-
стема (1), (2) была введена в [1] (см. также [2, 3]) в качестве подсеточной модели
трехмерной турбулентности. В этой системе функция Грина оператора Гельмголь-
ца I−a2∆ выбрана в качестве ядра фильтрования с пространственной шириной α.

Приведем некоторые физические мотивации, оправдывающие интерес к иссле-
дованию α-модели Лерэ.

Использование α-системы Лерэ в качестве модели замыкания усредненных урав-
нений Рейнольдса, описывающих течения в каналах и трубах, приводит в точности
к той же системе уравнений что и в α-модели Н.–С. (которую еще называют систе-
мой Камассы–Холма с вязкостью, а также осредненной по Лагранжу α-системой
Н.–С.) при соответствующих симметриях (см., например, [4, 5, 6]). Поэтому, анали-
тические решения α-модели Лерэ хорошо согласуются с эмпирическими данными,
полученными для турбулентных потоков в каналах и трубах при широком спектре
чисел Рейнольдса (см. [4, 5, 6]). Отметим, однако, что Лерэ рассматривал систе-
му (1), (2) с более общим, чем в (2) сглаживающим ядром φα, u = φα ∗ v, для
приближения решений 3D системы Н.–С. в R

3 (см. [7]).
Неизвестными функциями в системе (1), (2) являются векторные поля v =

v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t)) и u = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)). Внешняя
сила g(x) = (g1(x), g2(x), g3(x)) считается известной. Предполагается, что средние
по T

3 всех этих функций равны нулю, т.е.,
∫

T3 u(x, t)dx = 0,
∫

T3 v(x, t)dx = 0 при
t ≥ 0 и

∫

T3 g(x)dx = 0.
Обозначим через V пространство, состоящее из тригонометрических вектор-

полиномов y(x) = (y1(x), y2(x), y3(x)) с периодом 2πL по x = (x1, x2, x3), причем
∇ · y = 0 и

∫

T3 y(x)dx = 0. Через H и V обозначаются замыкания пространства
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V в нормах | · | и ‖ · ‖ пространств (L2(Ω))3 и (H1(Ω))3, соответственно. P – ор-
тогональный проектор Лерэ на H, P : (L2(Ω))3 → H. Обозначим u(t) := u(·, t) и
v(t) := v(·, t) при t ≥ 0.

Наряду с α-моделью Лерэ (1), (2) рассматривается ее предельная система при
α = 0, совпадающая с 3D системой Н.–С., в которой давление исключено стандарт-
ным способом (см., например, [8, 9]):

∂tu = ν∆u− P [(u · ∇)]u+ g(x), x ∈ T
3, t ≥ 0, (3)

причем
∫

T3 u(x, t)dx = 0.
Основной результат настоящей статьи заключается в том, что сдвиги по времени

{T (h), h ≥ 0} (T (h)w(t) = w(t + h)) ограниченных (в определяемой ниже метрике)
семейств решений Bα = {vα(t), t > 0}, 0 < α ≤ 1, α-модели Лерэ при α→ 0+ и при
h → +∞ сходятся (в указанном ниже смысле) к траекторному аттрактору A 3D
системы Н.–С. (3).

2. Траекторный аттрактор 3D системы Н.–С. Рассматривается семейство
K+ всех слабых решений {u(t), t ≥ 0} уравнения (3), обладающих следующими
свойствами: 1) u(·) ∈ Lloc

2 (R+;V ) ∩ Lloc
∞ (R+;H), 2) u(t) удовлетворяет энергетиче-

скому неравенству:

−
1

2

∫ +∞

0

|u(s)|2ψ′(s)ds+ ν

∫ +∞

0

|∇u(s)|2ψ(s)ds ≤

∫ +∞

0

〈g, u(s)〉ψ(s)ds (4)

при любой скалярной функции ψ(·) ∈ C∞
0 (R+), ψ(s) ≥ 0 при s ≥ 0.

Отметим, что любое решение u(t) задачи Коши для (3) с начальным условием
u(0) ∈ H, полученное с помощью метода Галеркина, принадлежит K+ (см., напри-
мер, [9]). Следовательно, множество K+, называемое пространством траекторий
3D системы Н.–С., не пусто.

Введем банахово пространство

Fb
+ =

{

w(·) | w(·) ∈ Lb
2(R+;V ) ∩ L∞(R+;H), ∂tw(·) ∈ Lb

4/3(R+;V ′)
}

(здесь V ′ – сопряженное пространство к V ) с нормой

‖w‖Fb
+

= ‖w‖Lb
2
(R+;V ) + ‖w‖L∞(R+;H) + ‖∂tw‖Lb

4/3
(R+;V ′),

где ‖w‖Lb
2
(R+;V ) = supt≥0

∫ t+1

t
‖w(s)‖2

V ds, и аналогично определяется норма в про-

странстве Lb
4/3(R+;V ′).

Утверждение 1 Пусть g ∈ V ′. Тогда: 1) K+ ⊂ Fb
+; 2) для любой функции u(·) ∈

K+ выполнено неравенство

‖T (h)u(·)‖Fb
+
≤ C0‖u(·)‖

2
L∞(0,1;H) exp (−γh) +R0, γ = νλ1, (5)

где λ1 – первое положительное собственное значение оператора Стокса A в (2),
A = −∆ при периодических граничных условиях, и константы C0, R0 зависят
только от ν, λ1 и ‖g‖V ′ .

Доказательство этого предложения дано, например, в [9] (см. также [10, 11]).
Введем еще пространство

F loc
+ =

{

w(·) | w(·) ∈ Lloc
2 (R+;V ) ∩ Lloc

∞ (R+;H), ∂tw(·) ∈ Lloc
4/3(R+;V ′)

}

.
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В этом пространстве задается локальная слабая топология Θloc
+ , которая порожда-

ется следующей слабой секвенциальной сходимостью: по определению, последова-
тельность {wn} ⊂ F loc

+ сходится к w ∈ F loc
+ в Θloc

+ при n → +∞, если wn ⇁ w в
L2,w(0,M ;V ), vn ⇁ w в L∞,∗w(0,M ;H) и wn ⇁ w в L4/3,w(0,M ;V ′) при n → +∞
для любого M > 0. Очевидно, топологию Θloc

+ можно задать в терминах соответ-
ствующих окрестностей (см. [9]). Заметим, что F b

+ ⊂ Θloc
+ , и любой шар BR =

{

w(·) ∈ Fb
+ | ‖w‖Fb

+
≤ R

}

в Fb
+ является компактом в Θloc

+ .

Полугруппа трансляций {T (h)} := {T (h), h ≥ 0} является непрерывной в топо-
логии Θloc

+ . Кроме того, пространство траекторий K+ замкнуто в Θloc
+ . Полугруппа

{T (h)} отображает K+ в себя: T (h)K+ ⊂ K+ при всех h ≥ 0. Напомним, что мно-
жество P ⊂ F loc

+ называется притягивающим для полугруппы {T (h)}|K+ в топо-
логии Θloc

+ , если для любого ограниченного (в Fb
+) множества B ⊂ K+ множество

T (h)B → P в топологии Θloc
+ при h → +∞. Отметим, что имеется непрерывное

вложение Θloc
+ ⊂ Lloc

2 (R+;H1−δ) при 1 ≥ δ > 0. Поэтому T (h)B → P сильно в
пространстве L2(0,M ;H1−δ) при h→ +∞ для любого M > 0.

Определение 1 Множество A ⊂ K+ называется траекторным аттрактором по-
лугруппы {T (h)} в топологии Θloc

+ , если: 1) A ограничено в Fb
+ и компактно в Θloc

+ ;
2) A строго инвариантно: T (h)A = A при всех h ≥ 0; 3) A является притягивающим
множеством для полугруппы {T (h)} на K+ в топологии Θloc

+ .

Из неравенства (5) следует, что шар BR1
=

{

w(·) ∈ Fb
+ | ‖w‖Fb

+
≤ R1, R1 = 2R0

}

в Fb
+ является притягивающим множеством для полугруппы {T (h)}|K+ в топологии

Θloc
+ . Как указано выше, шар BR1

компактен в пространстве Θloc
+ . Следовательно,

по известной теореме об аттракторах полугрупп (см. [9, 12, 13, 14]), непрерывная
полугруппа {T (h)} на K+ обладает компактным в Θloc

+ траекторным аттрактором
A ⊂ K+ ∩BR1

: A =
⋂

s>0

[
⋃

h≥s T (h)(K+ ∩ BR1
)
]

Θloc
+

.

Введем еще понятие ядра K 3D системы Н.–С. (3). Ядро K состоит из всех пол-
ных решений {u(t), t ∈ R} этой системы, которые удовлетворяют энергетическому
неравенству (4) с заменой интервала (0,M) на интервал (−M,M), и, кроме того,
u(·) ограничено в пространстве Fb, которое определяется аналогично Fb

+, с заменой
полуоси R+ на всю ось времени R. Тогда, очевидно, K ⊂ F b. Сужение ядра K на
R+ совпадает с траекторным аттрактором A : Π+K = A (Π+w(t) = {w(t), t ≥ 0}
для любой функции {w(t), t ∈ R}). Ядро K компактно в Θloc, причем топология
Θloc определяется аналогично Θloc

+ с заменой R+ на R.

3. Пространство траекторий α-модели Лерэ. Задача Коши системы (1),
(2) обладает, и притом единственным, слабым решением в энергетическом классе
функций: v(·) ∈ L2(0,M ;V ) ∩ L∞(0,M ;H), ∂tv(·) ∈ L2(0,M ;V ′) при любом M > 0.
Из уравнения (2) получаем, что u = (I + α2A)−1v. Поэтому искомой функцией си-
стемы (1), (2) можно считать функцию v(x, t). В [1] получены основные априорные
оценки для этой системы. При g ∈ V ′ любое слабое решение {v(t), t ≥ 0} системы
(1), (2) удовлетворяет неравенству (5) с заменой u на v. Следует подчеркнуть, что
в этом случае константы C0 и R0 не зависят от α. Аналогично пространству K+

вводится пространство K+
α слабых решений {vα(t), t ≥ 0} α-модели Лерэ. Имеет

место вложение K+
α ⊂ Fb

+ при любых α, 0 < α ≤ 1. Кроме того, для любого v ∈ K+
α

энергетическое неравенство (5) становится энергетическим равенством с заменой
функции u на v, т.е.,

−
1

2

∫ +∞

0

|v(s)|2ψ′(s)ds+ ν

∫ +∞

0

|∇v(s)|2ψ(s)ds =

∫ +∞

0

〈g, v(s)〉ψ(s)ds, (6)

для любой функции ψ(·) ∈ C∞
0 (R+). Справедливо следующее утверждение.
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Утверждение 2 Пусть имеется последовательность {vαn(t)} ⊂ K+
αn

при n ∈ N,

такая, что: 1) {vαn(·)} ограничена в Fb
+; 2) при αn → 0+ функции vαn(·) → v(·)

(n→ ∞) в Θloc
+ . Тогда v(·) является слабым решением 3D системы Н.–С. и v ∈ K+.

4. Сходимость ограниченных множеств траекторий α-модели Лерэ к

траекторному аттрактору 3D системы Н.–С. при h→ +∞ и α → 0+.

Теорема 1 Пусть Bα = {vα(x, t), t ≥ 0} , 0 < α ≤ 1 – равномерно ограниченное в
Fb

+ семейство траекторий α-модели Лерэ (1), (2): ‖Bα‖Fb
+
≤ M. Тогда

T (h)Bα → A (h→ +∞, α → 0+) в Θloc
+ , (7)

где A – траекторный аттрактор 3D системы Н.–С. (3) (см. п.2).

Следствие 1 При выполнении условий теоремы 1 множество T (h)Bα сходится
к ядру K уравнения (3) при h → +∞ и при α → 0+ в топологии пространства
Θ(−M,M) = Θ|[−M,M ] при любом фиксированном M > 0.

Очевидно, утверждения, аналогичные сформулированным в теореме 1 и след-
ствии 1, справедливы для равномерно ограниченных семейств траекторий B̃α =
(I + α2A)−1Bα = {uα(x, t), t ≥ 0, 0 < α ≤ 1} (функции v ∈ Bα и u ∈ B̃α связаны
равенством uα = (I+α2A)−1vα). Например, T (h)B̃α → A (h→ +∞, α → 0+) в Θloc

+ .

Следствие 2 Траекторные аттракторы Aα α-модели Лерэ при α→ 0+ сходятся
к траекторному аттрактору A 3D системы Н.–С. в топологии Θloc

+ .

Так как Θloc
+ ⊂ Lloc

2 (R+;H1−δ), 1 ≥ δ > 0, то указанные выше сходимости имеют
место также в сильной метрике пространства Lloc

2 (0,M ;H1−δ) для любого M > 0.
Полученные выше результаты также справедливы для α-модели Н.–С. (также

называемой системой Камассы–Холма с вязкостью или осредненной по Лагранжу
α-системой Н.–С.) (см., например, [4, 15] и цитированную там литературу).

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (номер проек-
та 02-01-00227), CRDF (грант RM1-2343-MO-02), INTAS (грант 00-899), NSF (грант
DMS–0204794), а также стипендией MAOF Совета по высшему образованию Изра-
иля.
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